授業のポイント

【量子論の世界】

　量子論とは、ミクロの世界の物質観。我々が普通に目にする世界とは全く異なった世界です。量子とは「ある量」（例えばエネルギー等）が小さな固まりになったものを言います。量子論の扉を開いたのは、ドイツのプランクで、光の研究でエネルギー量子仮説を１９００年に発表しました。

【光とは？】

永年に渡って粒子か波かの論争の対象

ニュートン：光の粒子説
　　　　太陽光がプリズムで７色に分かれるのは、多くの色の粒子の集合体　　　　　　　

　　　　だからと考えた。また、物体に影ができるのも光が粒子の証拠とした。

ホイヘンス：光の波動説
　　　　細い光線をぶつけても互いに通り抜け、向きを変えないのは光が波で　

　　　　ある証拠とした。物体は、光の波に対し大きいため影ができると説明。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ヤング：光の干渉作用をダブルスリット実験で証明し、光が波であることを

　　　　決定付けた

マクスウェル：電磁波を予言。電流と磁気は密接に関係しあう現象だが、電気　　

　　　　　　　力の働く空間（電場）と磁気力の働く空間（磁場）が振動しな　　

　　　　　　　がら空間を伝わることを予言し、計算で速度を求めると光速と　

　　　　　　　一致した。すなわち光は電磁波と言う波の一種とした。
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ヘルツ：実験で電磁波を証明。振動数の単位をヘルツ（㎐）とした。

　　　　可視光では、色の違いは波長の違いである。

しかし、光が波であるなら、それを伝える媒質は何か？なぜ、真空でも光は伝わるのかと言う疑問が残った。

【プランクの実験】

　彼は、完全に黒い物質（黒体）が加熱により発する光の波長毎の強度と温度の関係を調べた。その結果、どの温度においても、光の強度は振動数が大きくなるのにつれて大きくなるが、あるところで最大となりそれ以上振動数が増加すると強度は逆に小さくなる。また、温度が高くなるにつれ、光の強度が最大となる振動数は大きくなった。

　この現象は、光が波であるとしての計算には全くあわなかった。光が波であれば、どんなに小さな波長の波でも考えられ、その波１つ１つにエネルギーが等分配されると、波長の小さな（振動数の大きな）波程大きなエネルギーを受け取り、光の強度に最大値はできない。

　プランクは、光のエネルギーは１個２個と数えられる粒のようなものと考えた。ある振動数の光が持つエネルギー値は、hを最小単位とする整数倍となるとした。この場合、エネルギーの最小値は、hで、その後、 h、 h・・・と言うとびとびの値になる。また、光のエネルギーは、振動数に比例する。

光がエネルギーのやり取りをする場合、hをひと固まりとして受け渡しをするので、大きな振動数では有限のエネルギーは分配できなくなる。これが光のスペクトルが最大強度を持つプロフィールとなる理由。

しかし、通常の波ではエネルギーは振幅に依存することと異なる。光の場合、振幅の大きさと振動数は、エネルギーにどう関係するのか？
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【光電効果】

アインシュタインにより、光は明確に粒子の性質を持つとされた。

　金属板に光を当てると、電子が飛び出す現象。

1 光の振動数が大きい程、飛び出す電子のエネルギーが大きい。振動数を　

　 小さくして行くとやがて電子は飛び出さなくなる。

2 当てる光の強度（振幅）を大きくすると、飛び出す電子のエネルギーは

　 変わらないが、飛び出す電子の数が増える。

（説明）

　電子のエネルギーは、光のエネルギーから移ったものであるから、電子のエネルギーが高いことは、照射した光のエネルギーが高いことを意味する。すると、光のエネルギーは、振動数に依存することになる。また、振幅が電子の個数に関係する等、光が波と考えては、全く理解できない現象である。

　アインシュタインは、光がhのエネルギーを持つ粒子（光子）の集団と考えた。すると、振動数が大きい程、光子のエネルギーは大きくなる。また、光の強度（振幅）を大きくすることは、当てる光子の数を増やすことになり、電子の個数が増えることは理解できる。
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　これにより、光は粒子の性質を有することが確認された。

一方、干渉作用等、光は確実に波でもある。

すなわち、光は粒子と波の双方の性質をあわせ持つ不思議な現象であることが分かった。これが量子論の扉である。

【コンプトン効果】

　光電効果により、光が粒子の性質を持つことが発見された。アインシュタインは、光（質量ゼロ）がp = hν／c（cは光速）の運動量を持つことを特種相対性理論より導いた。

[image: image8..pict][image: image9..pict]　　その後、コンプトンは、金属薄膜に光よりももっとエネルギーの大きなX線を照射した。するとやはり電子が飛び出すが、同時にX線も飛び出した。飛び出したX線の波長（λ‘）は、元の波長（λ）より長い（νが小さい）。つまり、hνも小さくなるので、エネルギーが減っていることになる。彼はこの減った分が電子に奪われたと考えた。この時、飛び出すX線のλ’は、角度（θ）が大きい程、長い。ここで、彼は振動数νの光がアインシュタインの言う様にhν／cの運動量を持つとして光子と電子が衝突する際の、運動量保存とエネルギー保存の関係からθとλ’の関係式を導いた。すると、この関係は、実験値と一致した。これにより、光がhν／cの運動量を持つことが証明された。

光から原子の世界へ

量子論の誕生

【原子の構造】

　光の研究からうまれた量子の考え方が、１９世紀末から２０世紀にかけてのもう一つの難問、原子の構造の研究に関わって行った。

ドルトン（18〜19世紀）：純粋物質の数と同じだけの種類の粒子（原子）が存　　　

　　　　　　　　　　　　在するだろう・・・原子説

トムソン（19〜20世紀）：陰極線の正体はマイナスの電気を帯びた小さな粒子　

　　　　　　　　（電子）の集まり。電子の質量は、水素原子の1/1000と予想。

ミリカン（同上）：電子の質量を測定。水素原子の1/2000。

ローレンツ（同上）：原子から放出される光を調べ原子中に電子を発見。

[image: image10..pict]原子中にマイナスの電気を帯びた電子があり、原子自体は中性だから、原子内には、プラスの電気を帯びた部分があるはず。これを踏まえ、2つのモデルが出された。

トムソンのモデルでは、プラス電気の大きな玉にマイナス電気の電子が散らばっている。ラザフォードのモデルでは、電子は回転していないと中心のプラスに引き付けられるので、プラスの中心の周りを電子が回転運動。

（ラザフォードの実験）

[image: image11..pict]　発見されたばかりの線（プラスの電気を帯びた粒子の流れ・実はヘリウムの原子核だった）を金属薄膜にあてると、ほとんどの粒子は膜を通り抜けるが、約８０００個に１個は、はじき飛ばされる様に大きく進路を変えた。これは電気的反発のためで、もし、トムソンのモデルでは、プラス電気は密に存在するから、ほとんどの粒子ははじき飛ばされるはず。一方、ラザフォードのモデルでは、プラス電気の部分は、原子のごく一部だけだから、大部分は通り抜ける。これより、ラザフォードのモデルが正しいとされ、中心の原子核はmと推定された。

しかし、このモデルでは、中心のプラス電気は周りに電場を作り、その中を回るマイナス電気の電子は、仕事をしながら（電磁波を出しながら）エネルギーを失い、原子核に引き付けられてしまうはず。すなわち、このモデルは、実際の原子をよく表わしているにも関わらず、理屈では存在できない。

この問題を解決したのがボーアの量子論

光から原子の世界へ

【原子の出す光】

　水素ガスに高電圧をかけると光が出る。

バルマーは、この光をプリズムで分けてみると、太陽光と異なり、飛び飛びの波長の光（656 nm, 486 nm, 434 nm, 410 nm・・・）しかなかった。なぜか？

彼は、この波長を365で割って分数になおし、分母分子に適当な数をかけると

３2／（３2−２2）、４2／（４2−２2）、５2／（５2−２2）、６2／（６2−２2）・・・

となり、一般式として

波長λ＝364.56×（n2／（n2−２2））となることを見い出した。

その後、パッシェンが近赤外域に、ライマンが紫外域に、ブラケットが赤外域に同様の飛び飛びの波長の光が出ていることを発見。

パッシェンの見つけた光は、波長λ＝820.26×（n2／（n2−３2））

ライマンのみつけた光は、　波長λ＝91.14×（n2／（n2−１2））

で表せることが分かった。

そこで、リッツは、これらをまとめて

[image: image12..pict]＝１／λ＝R∞(１／n’ 2−１／n2)　で表せるとした。

これをリッツの結合則という。R∞は、定数でリュードベリ定数と言う。

[image: image13..pict]　は、波長の逆数で、正確には、ν／c。

この式の形は何を意味するのか？

【ボーアの前期量子論】

　ボーアは、ラザフォードのモデルを支持しながら、解決できない問題は無視する仮定を持ち込んだ！
ボーアの仮定

①原子内の電子は、どこにいても良いと言う訳ではなく、決められた円軌道上　　

　だけを動く。この軌道の半径は、ある条件にあうとびとびの値に限られる。

②１つの軌道上を回転している時、電子は電磁波を出さないものとする。すな　

　わちエネルギーは一定で、これを定常状態と言う。

③電子が１つの軌道から別の軌道に移る時（遷移）、電磁波を出したり吸収し　

　たりする。その電磁波のエネルギーは、２つの軌道を回っている時の電子の

　エネルギー差に相当する。

　たとえば、人工衛星は、その運動エネルギーに応じて地球からどんな距離でもとれる。とびとびの距離しかとれない原子内の電子はずいぶん変わっている。

とびとびの値の意味として、ボーアは電子の角運動量（r mv）が量子化（粒子の様にとびとびの値）していると考えた。
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[image: image16..pict]書き直すと　2r×mev = nh
これが彼の出した仮定で、電子はこの条件を満たす軌道だけを回れるとした。

これをボーアの量子条件と言う。

（電子の軌道半径はどうなる？）

　次にこの量子条件が成り立つと仮定して、電子の軌道半径をだしてみる。

量子条件より：v​ =( h／2me r)×n

これを（１）に代入し、r =という形に整理すると：r = (h20／ mee2)×n2 

となり、半径もとびとびの値しかとれなくなる。

最小半径は、n =１の時で、r = (h20／ mee2) = a0で、電子はこれより内側には入れなくなる。これをボーア半径と言い、水素原子の半径に一致していた。

（電子のエネルギーはどうなる？）

電子のエネルギーは、その軌道上での運動エネルギーと位置エネルギーの和。運動エネルギー = mev2／２

位置エネルギーの方は、クーロン力が働いているので、原子核からの距離に応じた位置エネルギーがある。原子核から無限大の距離離れた場所を基準にとると、位置エネルギーは、無限大から距離rまでのクーロン力を積分したものとなる。
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よって、

全エネルギー = 運動エネルギー＋位置エネルギー 

　　　　　　 = （mev2／２）＋（- e2／40r）
式(1)の両辺にrを掛け、上式のmev2に代入すると、

全エネルギー = − e2／８0r
これに、先程だした半径r = (h20／ mee2)×n2 を代入すると、

電子の全エネルギー = −me e4／８02h2×１／n2
となり、電子の持つエネルギーもとびとびの値（量子化）となる。

【ここで再び水素原子の発光スペクトルを考える】

n番目の軌道のエネルギーは：−me e4／８02h2×１／n2
n’番目の軌道のエネルギーは：−me e4／８02h2×１／n’2

電子がn番目の軌道からn’番目の軌道に遷移した時、そのエネルギー差が光のエネルギーhνとなるとすると：

hν = (−me e4／８02h2×１／n2)−(−me e4／８02h2×１／n’2)
    = (me e4／８02h2)( 1／n’2−１／n2)

[image: image18..pict]よって、　＝１／λ= ν／c = (me e4／８02h2 c)( 1／n’2−１／n2)

これはリッツの式と同じ！

すなわち、リッツの式は、電子がどの軌道へ落ちてくるかを表わすもの。

例えば、バルマー系列では、n = 2だから、どこかの軌道から2番目の軌道へ遷移した時に放出された光と言うことになる。

このようにして、ボーアの仮定を認めることにより、原子の構造と実験事実を見事に説明できた。しかし、この前期量子論は、多くの欠陥を含んでいる。

まず、量子条件の根拠を示していない。いきなり持ち出している。

なぜ、荷電を持つ電子が電場内を回転運動しても電磁波を放出しないのかいっさい説明できない。
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このなぞを解明したのはド・ブロイ

【ド・ブロイの物質波】

　ド・ブロイは、粒子と考えてきた電子を波と考えることで、電子が定常状態をとりうるなぞを解明した。

先に書いた様に、電磁波の運動量は、特種相対性理論よりp = hν／c　

ここで、hν= cだから、p = λ／h　　よって、λ= h／p 

この運動量に粒子としての運動量mvを代入すると：λ= h／p = h／mv
この式は、質量mの物質は波でもあり、その波長λは、h／mvであることを意味している。これを物質波と言う。

　ここで、電子の波を考えてみる。

電子の波は、原子核の周りに円形にあると考える。

もし波が一周して元の位置に戻ってきた時、山と山、あるいは谷と谷がきれいに重ならなければ（位相が一致しなければ）、波は打ち消し合い、いずれ消えてしまう。電子が存在し続けると言うことは、１周してきた時に波の位相があった定常波であることを意味している。

その条件は、円周が、波長の整数倍になっていると言うことだから、

２r = nλ

ここに、物質波の波長の式を代入すると：２r×mv = nh

これは、ボーアの量子化条件そのものである！！

すなわち、ボーアが説明無しに用いたこの条件の意味は、電子が波である時、それが定常波として存在し続けるための条件だったのである。

だから、軌道もとびとびの値しかとれないことになる。

しかし、電子が波と言うのはどう言うことであろうか？

電子そのものが波であるが、そのような波は誰も見たことがない。電子を観察すると必ず、どこか１点で見つかる粒子である。

ド・ブロイも、この波がどんな波なのかは説明できなかった。
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この波の正体を記述したのは天才シュレディンガー

【シュレディンガーの波動方程式】
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　ド・ブロイにより提唱された物質波の正体はなぞのままであったが、1926年、シュレディンガーが、物質波の伝わり方を計算できる式、シュレディンガー方程式を表わした。この式を解くと、物質がどんな形の波を持ち、時間と共にどのように伝わって行くかを計算できる。
は、ハミルトニアンと言い、上に示した演算を(x)に対して行うと言う印。

一般に、ある関数にある演算操作をした時、答えが元の関数の定数倍になる時、つまり、A・F(x)＝a・F(x)である時、その関数F(x)を、行った演算Aに対する固有関数、aを固有値と言う。シュレディンガー方程式は、その形になっている。(x)にHという演算を施せば、答えは、(x)にエネルギー値をかけたものになっている。従って、この方程式から求まるのは、波動関数(x)とその波のエネルギーE。

通常の波では、振動している位置情報は、振幅を表わす。では、電子のような物質波（粒子）では振幅とは何を表わすのだろうか？

光では、光電効果の際、光を強くすることが振幅を増加することに対応する。この時、飛び出す電子の数が増えた。これを光子の数が増えたと考えた。従って、電子の場合も、振幅は電子の個数に関係があるようである。

しかし、ところが、(x)は虚数Iを含む複素数の波になる。従って、x=aの時の(a)も虚数となり、個数（実数）に対応しない！？

そもそも複素数の波とはどんなものか？

通常の波は全て実数。では、物質波は想像上の波で、実際には存在しないのか？

しかし、電子は確かに実在し、それを波と考えた時、電子そのものが想像上のものになるのは変。また、シュレディンガー方程式で、水素原子の内部エネルギーは実験のとおりに説明できる。

(x)は、実在する何かを表わしている。では、何を表わすのか？物質波の正体は何か？我々は、決して波の様に広がった電子を観察することはできない。常に１点に存在する粒子。

これを追求する研究を、波動関数の解釈問題と言う。

波動関数の解釈

【ボルンの確率解釈】

　例えば、箱の中に１個の電子を入れると、電子は箱の中に均一に波として広がる。ここで、箱に仕切りを入れて2つに分けると、電子は２つに割れるのか？

通常の波であれば2つに分けられる。しかし、１個の電子は絶対に分割できない。ここで彼は、割れたのは確率だと考えた。左の空間で見つかる確率と右の空間で見つかる確率に分かれたと考えるのである。

彼はさらに、電子がどこで発見されるかを示す確率が、波動関数に深い関係があることに気付き、「波動関数の絶対値の２乗は、電子がその場所で発見される確率に比例する」と言う説を唱えた。これを確率解釈と言う。

この場合、複素数であるが何を表わすのかを考えることはやめ、｜｜2（実数）にだけ、「電子がその場所で発見される確率」という意味を見い出し、これで十分とした。つまり、我々が観察できるのは粒子としての電子だけで、波の様に広がった電子ではないから、粒子としての電子がどこで見つかり、どんなエネルギーを持っていて、どのように振る舞うかが分かれば十分とした実用的な考え方である。
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左に、電子の波の実数部分だけを図示した。横軸は電子の位置（波の広がり）を表わす。縦軸の大きさが、A点に比べ、B点では2倍あれば、B点で電子が見つかる確率は、A点でのそれの４倍となる。また、C点では電子は見つからない。

【電子の波の収縮：コペンハーゲン解釈】

　ボーアのグループは、ボルンの考えを取り込み、「電子の波は我々が観察すると１点に収縮する。観察していない時にだけ、波の様に広がっている。」という考え方を発表した。波の様に広がった状態を、電子が「重ね合わせ（Superposition）の状態」にあると考える。この場合、電子は、A と言う位置にいる状態、Bにいる状態等、多くの状態が重なりあっていると考える。同時に多くの場所にいると言うのではない。多くの状態が、同一電子内で重なりあっている。観察すると、この重ね合わせが解け、１点に電子が見つかる。

どこに見つかるかは、(x)の確率解釈により、確率的に決まる。

すなわち、電子の位置は本質的に決まっておらず、我々が観察する際に、位置が偶然に確率的に決まる。観察を止めると、また、重ね合わせの状態に戻る。

アインシュタインやド・ブロイ、シュレディンガーらは、この解釈に反対した。

これが正しいと、どんなに厳密に条件を設定しても、未来は１つに決まらなくなる。アインシュタインは、未来を決定するルールが必ずあり、我々はそれをまだ知らないだけだとして、「神はサイコロ遊びを好まない」と反対した。

【波としての電子の発見】

　波とみなせば、電子の動きやエネルギーがきちんと記述できた。
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しかし、波は観察できない。その理由としてボーアらは、波の収縮を持ち出した。これはへりくつなのか？電子は実は粒子だが、計算のテクニック上でだけ波と見れば良いのか？

電子が確かに波であることが実験で確かめられた！！

1927年、デヴィッソンとガーマーは、ニッケルの結晶構造を調べるため、ニッケル表面に電子ビームをあて、反射を見た。すると、そこに干渉縞が現れた。

つまり、反射した電子がたくさん観察されるところと、ほとんど観察されないところが縞上に現れた。

1927年トムソンは、金属薄膜に電子ビームをあて、通過した電子を観察すると、同様の干渉縞（電子が見つかるところと見つからないところ縞状の分布）が見えた。以上の実験から、電子は確かに波であることが確認された。

光の時の様に、ダブルスリット実験を行う。スクリーン上には蛍光物質が塗ってあり、電子が当たると蛍光が出て電子が到達した位置が分かる。電子数を増やして行くと、スクリーン上に干渉縞があらわれる。これは、電子が波として[image: image26.png]


スリットを通ったから。

しかしこれでは、１個の電子は波ではないが、たくさん集まると集団で波の性質を示すとも考えられる。そこで、１個の電子を発射して、スクリーンに到達してから次に電子をうつと言う操作をくり返してみる。すると、やはり干渉縞があらわれる。干渉とは、２つの波が重なって現れるもの。ところがここでは１個の電子しか存在しない。１個の電子がどうやって重なりあうのか？何と干渉するのか？

１つの電子の中で、２つの状態が重ね合わさって干渉したと考える。

つまり、左のスリットを通った状態と、右のスリットを通った状態が干渉した。電子がスクリーンに到達して、観察される様になった際に、重ね合わせの波は、収縮し、１点に現れた。どこに現れるかは、(x)に基づく確率で決まる。すなわち、現れた干渉縞は、電子の発見される確率分布を表わしている。

【ハイゼンベルグの不確定性原理】

[image: image27.png]


　１個の電子が両方のスリットを通過すると言うのは非常に常識はずれにも見える。では、もし、スリットのすぐ裏側で電子に光をあて、電子がどこを通過したか観察すれば、両方をと通っているのが見えるか？もしこれができても、電子はどちらかでしか見つからない。しかもスクリーンにはもはや干渉縞は現れないだろう（ファイマンの思考実験）。なぜなら、電子に光子をぶつけた時点で電子の運動が乱され、元の状態と変わってしまい、波が収縮してしまうから。

ミクロの世界では、観察により対象の運動は変化してしまい、決して元の状態を観察することはできない。

では、観測行為がどんな影響を与えるかさえ正確に計算できれば、観察後の状態から、元の状態を推測できるか？
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これが不可能であると言う発見がハイゼンベルグによりなされた。

ミクロの世界では、波の性質が強く現れることから、どんな方法でも絶対に回避できない本質的な曖昧さが残る。

「ある物質に関する位置と運動量を測定する時、両者を同時に１つの値に確定することはできない」これをハイゼンベルグの不確定性原理と言う。
Δx×Δp ＞ h
Δは、不確かさ（誤差）の幅。H（プランクの定数）は、マクロの世界では、無視できる程小さいが、ミクロの世界では無視できない大きさである。位置を確定しようと、Δxを０に近付けていくと、Δpが無限に大きくなって行く。その逆もおこる。電子の運動量mvは、mが分かっているから速度vが分かれば良い。電子の波は、様々な波長の無限の種類の正弦波の組み合わせからできている。波の速度は、波長により決まるから、速度が決まると言うのは、電子の波がどれか１つの正弦波に確定できたことを意味する。その場合、波は、正弦波であるから、x軸（横軸）方向に無限に広がっており、位置を確定することはできない。逆に、位置を確定すると言うことは、どこか１点だけが残る様に無限の波（無限の種類の速度（波長）の波）を重ね合わせることになり、速度を１つに確定することはできなくなる。

重要な点は、「運動量と位置を同時にごさなく測定することはできないと言っているのではな」いこと。

精度の問題でなく、「運動量と位置は、ある時刻においてただ１つに決まっていない」と言うこと。自然の本質は、最初の条件も、未来も曖昧なもので、どれか１つに決まったものではない。

【シュレディンガーの猫】

ノイマンは、ボーアの言う波の収縮は、シュレディンガー方程式からは解けず、数学的に証明ができないと言った。彼は、波が収縮するのは観察者の意識の中ではないかと言った。しかし、これは一般には受け入れられていない。

シュレディンガーは、重ね合わせの理屈、波の収縮に反論するため、次にような実験を提案した。

外から隔離された箱の中にラジウムの崩壊のような量子論が適用できるミクロの現象を起こす。その上で、中に猫を入れ、もしこの現象が起きれば、毒ガス装置のスイッチが入り猫が死ぬ様にする。もし、重ね合わせの原理が本当なら、最初のミクロの現象は、起こった状態と起こらなかった状態が重ね合わせになっているはず。すると、毒ガスのスイッチが入った状態と入らなかった状態も重ね合わせになり、すると、猫も死んだ状態と生きている状態が重ね合わせになるはず。猫は、我々が見ていない時、生死が決まらない状態になり、箱を開けた瞬間、波が収縮して確率的に生死が決定するのか。そんなことはあり得ないとした。ボーアらは、重ね合わせが成り立つのは、ミクロの世界のみで猫は、多くの原子からできており、それは成り立たないとしたが、説得力にかける。

これに対する結論は出ていない。

【多世界解釈】

エベレットは、電子がダブルスリットを通過する時、干渉するのは、電子が左側を通過した世界と右側を通過した世界が干渉したと考えた。この考え方では、波の収縮は考えなくてもよく。箱の中の猫は、確かに死ぬか生きるかのどちらかの状態に確立しているが、生きた世界と死んだ世界が独立して存在しており、観察者はどちらかの世界にしか属することができないため、両方を見ることができないとした。電子のようなミクロの世界では、2つに分かれた世界の結果が完全に同じになる。この場合に限り、一度分かれた世界は再び重なることができる。そこで、電子では、観察者から見ても干渉が見えると考える。この考え方は、現象を矛盾なく説明できるが、証明することは永遠にできません。

【水素原子についてシュレディンガーの波動方程式を解いてみる】

　シュレディンガー方程式は、電子の波を表わす式です。ですから、これを解くとその環境での電子の存在形態が分かることになります。

その解き方は簡単に書くと以下の通りです。

１：まず、運動エネルギーと位置エネルギーを古典論で求める。

２：全エネルギー（両者の和）をハミルトン演算子に直す。

３：このハミルトニアンを使ってシュレディンガー方程式を立て、その固有値

　　と固有関数を求める。

このようにして解いた方程式の解は1つではなく、たくさんの固有関数とその各々に対する固有値がセットで出てきます。その固有関数それぞれが、対応する固有値をエネルギーとする電子の存在状態となります。

では、実際に解いてみましょう。

シュレディンガー方程式は、以下のような形です。
[image: image29.png]



１：運動エネルギーと位置エネルギーを求める。

　この場合、3次元の空間で考えなくてはなりません。まずは、x、y、zの直交座標系で考えてみましょう。位置は、x、y、zの座標で表せます。一方、速度も運動量も方向を持っていますからそのベクトルをx、y、z方向の大きさに分けることができます。
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　運動エネルギーは、

　ただし、pは運動量（mev）。

位置エネルギーは、
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２：全エネルギーを求め、ハミルトニアンに直す。

全エネルギーは、
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ここで、ハミルトニアンは3次元で考えると、
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これが、全エネルギーに対応する演算子だから、

角運動量の成分は、以下の演算子に対応する。
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だから、ハミルトニアンは、

[image: image35..pict]
よってシュレディンガー方程式は、

[image: image36..pict][image: image37..pict]
しかし、この式では、ハミルトニアンの中に、直交座標で表わされた項と、極座標（r）で表わされた項があるので、これを全て極座標に変換する。

[image: image38..pict]　　　　　　　　　　　　　　すると方程式は、H（r,）r,E・r,

　　　　　　　　　　　の形となる。この方程式には、角度と長さr　　　　

　　　　　　　　　　　　　　が入っているからこのままでは解けない。

　　　　　　　　　　　　　　そこで、この関数を、角度の成分と半径rの成　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　分に分けて2つの式の積に変換する。ハミルトニアンも角度の成分とrの成分に分けてしまう。

　　　　r,=R(r)×Y()

[image: image39..pict]こうしておいて、まずY（）の方（これを球面調和関数という）を解く。すると、非常に複雑な形での固有関数の一般式と固有値　　　　　　　が求まる。上式が成り立つためには、この固有値は、R(r)の固有値でもあるから、これをR（r）に代入して、R（r）の固有関数の一般式も求める。そして、両者の積がシュレディンガー方程式の解（固有関数となる）。その形は極めて複雑だが、n、l、mの3つの数で規定される複数の解となる。
この3つの数は、以下の様に規定されてた数である。

主量子数：n＝1, 2, 3, 4・・・・

方位量子数：l ＝0, 1, 2, 3・・・・, n-1

磁気量子数：n＝0, +1, +2・・・・, + l
すなわち、

n＝１なら、l ＝m＝０  →　(n, l , m) =（１、０、０）

n＝２なら、l ＝０, 1  m＝0, +１　→　(n, l , m) =（２、０、０）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2, 1, 0）（2, 1, 1）（2, 1, -1）

だけが許される。それぞれこの3つの数で規定された波動関数（電子の軌道：存在場所に関係する）は、表７、1の様になる。

ここで、l ＝０の時の軌道をs軌道、l ＝１の時の軌道をp軌道、l ＝２の時の軌道をd軌道、l ＝３の時の軌道をf軌道と言う。

さらにこの前に、nの数をつけて、(n, l , m) =（１、０、０）なら１s軌道、(n, l , m) =（２、０、０）なら、２s軌道、(n, l , m) =（2, 1, 0）（2, 1, 1）（2, 1, -1）は２p軌道というふうに呼ぶ。

一方、固有値（系のエネルギー）の方は、以下の式の様になる。

[image: image40..pict]
これは、ボーアが求めた水素原子のエネルギーと同じ形である。

エネルギーの式には、nしか含まれないから、エネルギーは主量子数nのみで決定される。従って、２s軌道も３つの２p軌道も全てエネルギーは同じと言うことになる。これを縮退していると言う。ボーアの考えでは、電子は原子核の周りを円運動していて、その軌道半径はとびとびなものだけ許され、それぞれエネルギーが異なっていた。すなわち、1つのエネルギーに対応する軌道は1つだけだったが、量子力学で導くと、同じエネルギーの軌道が複数あることになる。

【波動関数（電子の軌道）を描く】

　表７・1にのっている波動関数を電子の軌道関数（オービタル）という。

量子力学で求められた電子の軌道は、円ではない。この関数の意味は、絶対値を２乗すると、電子の存在確率（ある場所で電子が見つかる確率）を表わすと言うもの。あるr、、 を決めてそのr,を求め、同じ値のところを線で結んで行くと、電子のオービタルの形が浮かび上がる。

s軌道では、r,の変数は、rだけだから、軌道関数の値は原子核からの距離が等しければ等しくなる。従ってs軌道の形は球となる。これを2乗したものを図示すると電子の存在確率になるが、やはり球状となる。
[image: image41..pict]一方、p軌道の方は、例えば２pxでは、rとxが変数となるから、xが正の時、軌道関数も正、xが負の時、軌道関数も負となる。2乗して存在確率にするともちろんいずれも正の値となる。この軌道関数の形は、原点（原子核）に対しx軸にそって対象の2つの球が合わさった雪だるまのような形をしている。py、pzに関しても、方向が異なるだけで同じ形をしている。

勘違いしてはいけないのは、これらの形は、電子がその中を動いている軌道ではないと言うこと。また、この形そのものが電子でもないと言うこと。電子を観察するとどこか1点で見つかるが、それをくり返して行って電子が観察された点をどんどん重ね書きしたものと言うイメージが近い。

【電子は軌道関数のどこにある】
　ボーアのモデルでは、電子は最低

[image: image42..pict]エネルギーでもボーア半径（a0）より

内側には入れなかった。しかし、量

子力学では、n＝１の状態でも、原子

核の周りのどこにでも電子は存在で

きる。（また、どんなに遠くにも存在

できる。）ただし、電子がどこにいる

確率が高いかは、存在確率から求めることができる。

ここでは、その求め方の計算を詳しく行うことはしないが、原子核から距離rからr＋rまでの微少な空間にある電子の存在確率を求めて行くと、電子はどの場所でも存在確率は０とはならないが、ボーア半径（a0）でその確率は最大となる。これが量子力学で考えたボーア半径（a0）の意味である。

【方位量子数 l 】
　主量子数nは、電子のエネルギー（固有値）に関係していた。一方、方位量子数l は、軌道の形に関係しているようである。では、方位量子数の物理的意味はなんだろう？

　電子が原子核の周りを円運動しているとすると、原子核を中心として電子に力が働く。個の力のモーメントが角運動量である。

方位量子数は、電子の角運動量に関係した数である。

　l ＝０（s軌道）では、固有値が０となるから、角運動量は０となる。従って、s軌道では、角運動量が０なのに電子は円運動をしていると言う妙なことになる。

方位量子数は、軌道の形、電子の存在確率分布の形に関係するものである。

【磁気量子数 ｍ 】
[image: image43..pict]　また、角運動量のz成分を演算子に変換し、固有関数と固有値を求めると、固有値は、 m　となる。従って、磁気量子数mは、電子の角運動量のz成分の大きさに関係する量と言うことになる。

電子の角運動量のz成分の大きさとはどう言うことでしょうか？

これを考えるには、外部磁場の中に原子を置くと何が変化するかを考える。

たとえば、原子核の周りを電荷を持つ電子が円運動しているとすると、そこに磁場ができる。すなわち、原子は磁石としての性質を持つ。この磁石の強さを表す磁気モーメントは、
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ただし、Aは円軌道の面積

　　　　Iは、電流の大きさ。

速度ｖの電子は、単位時間に

ｖ／2pr　だけ回転するので、

電流の大きさは、

[image: image45..pict]
（電子の運動の方向と電流の方向は逆だからマイナスがつく）

よって磁気モーメントの大きさは、

[image: image46..pict]
３次元空間での方向を含めたベクトルで考えると、

半径ｒも速度ｖもベクトルとなるから、
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分母分子に電子の質量ｍeをかけて運動量に直して変形すると、
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　　　　　　　　　　　　　　　磁気モーメントは、電子の角運動量ベクトル

　　　　　　　　　　　　　　　の　ｒ／2ｍe倍で方向が逆。

ここで、原子核と電子１つである原子（水素原子）をｚ成分のみの磁場の中に置くと、磁場の中に磁石を置くことになり位置エネルギーが生じる。この位置エネルギーは、外部磁場のモーメントと磁気モーメントの内積となる。

U’＝—m・Ｂ
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　　　　　　　　　を代入して、

ここで外部磁場はｚ成分のみだから、
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ハミルトン演算子は、運動エネルギー＋位置エネルギーだったから、外部磁場のない時のハミルトン演算子をＨＢ＝0とすると、原子が外部磁場にあるときは、さらに磁場の位置エネルギーが加わるから、そのハミルトン演算子は、
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となる。角運動量のｚ成分に関する演算子の固有値は、m　である（結果だけ示しています）から、エネルギーの固有値は、シュレディンガー方程式のところで出てきたエネルギーの固有値に磁場の位置エネルギーを足したものとなるので、
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つまり、

原子を外部磁場の中に置くと、磁気量子数ｍに依存する項が新たに加わる。

ｍ＝０の時は、磁場があってもなくても、エネルギー値に変化はないが、ｍが０でないときは、外部磁場にあるときのエネルギーは、同じ主量子数んであっても分裂する。
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たとえば、上の図で、ｎ＝２の２ｓ軌道と３つの２ｐ軌道はエネルギーは同じだが、外部磁場に置くとｍ＝１とー１の２ｐ軌道が、元のエネルギーよりそれぞれ増加および減少する。そこで、各エネルギーバンドから１ｓ軌道に電子が落ちてくるときに放出される光の波長は、外部磁場があると３本に分裂する。その場合、もとのエネルギーのところには、２ｓと２ｐの内の一つがあるので、確率は他の倍になるので、真ん中の波長の光は両端の２倍強くなる。

【電子スピン 】
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先ほどは、均一な外部磁場に原子をおいた場合を考えたが、今度は不均一磁場の中に置くことを考えてみます。

もし、水素原子がエネルギーの低い状態（電子が１ｓ軌道）であれば、磁気量子数は０であるので、磁石ではないので、影響をうけないはず。ところが、不均一な外部磁場に水素原子を置くと２つに分かれる。これは、エネルギーが２種類に分裂したことを意味する。これはなぜでしょうか？
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　右図の様な不均一の磁場に磁石を置くと、

磁石の向きによってＮ極に引きつけられる

状態と、Ｓ極に引きつけられる状態が生じます。

水素原子の時も、これと同じと考えると、水素

原子が磁石の性質を有していることになります。

　ここでは、電子が自転していると考えます。

すると、右回りと左回りの２つの磁石の向きは

反対となり、２つの異なる磁石の状態をとれることになります。磁気量子数ｍは、電子の公転運動に基づく磁石を考えましたが、自転運動に関係する量子数をスピン量子数といい、ｓで表します。

　スピン量子数は、実験事実として２つの状態しか得られませんので、+１／２と-１／２の２種類のみをとりうるとします。

　以上のように、電子のとりうる状態は、ｎ、ｌ、ｍ、ｓの４つの量子数の組み合わせで決まります。ボーアのモデルで考えたより、同じエネルギーでもずいぶん多くの軌道をとれることがわかります。

　これが化学反応や、分子の形、機能に大きく関係てきます。私たちの体が機能するのはタンパクなどの分子の形が決めていますから、私たちの生命現象が起こりうるのも、この電子軌道の形や性質のせいであるといえます。

【ヘリウム原子の電子状態】
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　水素原子は、原子核に電子が１個という最も簡単な原子である。この場合、シュレディンガー方程式は厳密に解け、それによって電子のとりうる様々な状態と、その状態それぞれにおけるエネルギーの固有値が分かった。では、電子が２個になったヘリウムではどうだろう。この場合、中心に＋２の荷電の原子核と−1の荷電を持つ２個の電子と言う3つの粒子間の運動を考えなくてはならない。すなわち、シュレディンガー方程式は下の様になる。
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しかし、３つの粒子の運動は厳密には解けない。そこで近似が必要になる。

近似１：ヘリウムイオンで考える。

　ヘリウム原子の２つの電子の内、１つを剥ぎ取って電子1個のヘリウムイオンにしてしまう。そうすれば、核の荷電が＋２eとなる以外は水素原子と同じ形となり、方程式を解くことができる。

ただし、ヘリウムの原子核の荷電が＋２eだから、クーロン力は、

[image: image63.png]


　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

となるから、シュレディンガー方程式は、以下の様になる。
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一般的には、原子核の荷電が＋Zeの場合は、

[image: image65..pict]
エネルギーの固有値も水素原子の時と全く同じ様にして出せる。
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よって、ヘリウムの電子軌道のエネルギーは、水素の場合の２の２乗で４倍。

ヘリウム原子に強い光を照射して電子を１つ飛び出させる（光電効果）と、ヘリウムイオンを作ることができる。この時必要な光のエネルギーは、54.4 eVであり、水素原子から電子を剥ぎ取るのに必要な１３/６eVの確かに４倍となる。

近似２：１つの電子と原子核をひと固まりに考える。
　1つの電子に着目し、もう一つの電子と原子核にはひと固まりになってもらう。そうすれば、近似的に原子核と電子1つと言う水素原子型で考えることができる。この場合、着目している電子が感じる原子核の荷電は、＋２eより小さくなる。もう一つの電子が、着目している電子より内側にくる確立があるからである。もし、もう一つの電子が、着目している電子の内側にいる確立が１（１００％）の場合、感じる荷電は、+eである。実際には、内側にいたり外側にいたりするから、実際に感じる荷電は、＋eと＋２eの中間となる。

　この様に考えると、系に電子は１つしか存在しないから、電子同志の反発の項は無視できて、シュレディンガー方程式は、以下の様になる。
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この時のZ’を有効核荷電といい、+eと＋２eの間の値をとる。

この式の電子1に着目している部分と電子２に着目している部分を整理して、
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つまり、ハミルトニアンは、電子1と電子２のハミルトニアンの和になっている。こういう場合は、[image: image69..pict]
と考えると、完全に水素原子型となり、ここの電子についての波動関数とエネルギー値はもとまる。

[image: image70..pict]すると、全体では、　　　　　　　　　　　　となり、求めることができる。

１s軌道では、２つの電子は完全に等価で、それぞれのエネルギー固有値は、[image: image71..pict]
　　　　　　　　　となる。実験的に、Z’の値を求めると、1.704となる。

よって、各々の電子での１s軌道のエネルギー固有値は、水素原子のZ’２倍だから、1.704２＝2.90倍となる。水素原子の１s軌道のエネルギーは、−13.6eVと求められており（前述）、ヘリウムの個々の１s軌道の電子のエネルギーは、

−13.6eV×2.90＝−39.5eVとなる。

従って、ヘリウム原子全体での内部エネルギーは、

　　　　　　　　　　　　　　　−39.5eV＋−39.5eV＝−79.0eV

【ヘリウム原子のイオン化エネルギー】

　ヘリウム原子の内部エネルギーは、−79.0eVであるから、電子２つを同時に剥ぎ取るにはそれだけのエネルギーが必要。しかし、電子を1つ1つ個別に剥ぎ取る場合は、１つ目の電子をとる時、その電子が核から遠く引き離される程、もう1つの電子が内側にある確立が高くなって行くから、Z’はどんどん小さくなって行き、無限遠になったとき、１となる。そこで、１つ目の電子を取り去る時は、−39.5eVより小さくてすむはずである。光によるイオン化の実験から求めると、24.6 eV。つまり、He→He＋+e−に対するイオン化エネルギーは、−24.6 eV。では２つ目の電子が剥ぎ取られる時はどうか。この場合は、ヘリウムイオンからのイオン化エネルギーだから、先に求めた様に水素原子のイオン化エネルギーの４倍で、54.4 eV。２つの和は、やはり−79.0eVとなる。

【遮蔽効果】

　ヘリウムの場合に、ある電子が感じる核荷電（有効核荷電）は、別の電子により小さくなる（Z’）ことをみた。この効果を遮蔽効果と言う。ヘリウムの例では、１s軌道の電子が、別の１s軌道の電子により受ける遮蔽効果である。

遮蔽効果は、軌道関数の形に依存している。つめり、外側にはり出した軌道の電子程、他の電子が内側にくる確立が高くなるので、他の電子から受ける遮蔽効果は強くなる。球状のs軌道と軸対象のp軌道では、この理由でp軌道の方が遮蔽効果を強く受け、軌道のエネルギーは、ゼロに近づくため、不安定となる。例えば、２sと２p軌道では、１sの電子が内側に要る確立は、２p軌道の方が大きいから、２sよりも２p軌道の方が不安定（エネルギー準位が高い）となる。電子が1つの場合は、軌道のエネルギーは、主量子数nのみに依存して、２sも２pもエネルギーは同じであったが、内側に電子がつまると遮蔽効果のため、２p軌道のエネルギーの方が高くなるのである。

【パウリの排他原理】

　ヘリウムよりさらに電子が１つ増えたリチウムでは、やはりシュレディンガー方程式は、厳密には解けないが、同様に遮蔽効果を考えて近似すれば解ける。

しかし、３こ目の電子はどの軌道に入るのだろうか。

パウリは、「粒子の状態は、各量子数、n、l、ml、s、msによって定義される。電子の様に、スピン量子数sが1／２と半整数の粒子（フェルミ粒子）は、1つの状態に1つの粒子しか存在できない」とした。これをパウリの排他原理という。

　電子が軌道に入る場合、できるだけ低いエネルギーの軌道に入ろうとする。従ってまず、１s軌道の入る。１s軌道は、スピン磁気量子数msが、１／２と−１／２の２通りがあるから、この軌道には２つまで電子が存在できる。このように、各軌道には、スピン磁気量子数の異なる２つまでの電子が入れる。

リチウムの3個目の電子は、、従って、もはや１s軌道のは存在できないから、次に安定な２s軌道に入るのである。

パウリの排他原理に従えば、電子を規則正しく各軌道に入れて行くことができる。電子の入る順序は、まず１s軌道にスピンを逆向きにして２つ入った後は、２s軌道の同様に２つまで入る。その後、２p軌道に入って行くが、２p軌道は3種類あり、これにまず1つづつ入り、その後で２つ目がそれぞれ入っていく。

これを電子配置図で表わすと。下の表の様になる。

	原子番号
	元素記号
	電子配置

	1
	H
	    (1s)

	2
	He
	    (1s)2

	3
	Li
	    (1s)2 (2s)

	4
	Be
	    (1s)2 (2s) 2

	5
	B
	    (1s)2 (2s) 2 (2p)

	6
	C
	    (1s)2 (2s) 2 (2p) 2

	7
	N
	    (1s)2 (2s) 2 (2p) 3

	8
	O
	    (1s)2 (2s) 2 (2p) 4

	9
	F
	    (1s)2 (2s) 2 (2p) 5

	10
	Ne
	    (1s)2 (2s) 2 (2p) 6


【水素分子イオンとLCAO近似】

　これまで、原子について電子軌道を見てきたが、分子について同様に電子の波動関数を求め、電子の存在確率が求められれば、原子を結び付ける（化学結合）力や分子の構造が分かる。

最も簡単な分子として、原子核が２つと電子が1つだけの水素分子イオン（H2+）について考えてみる。ここで、電子に対し核は質量が圧倒的に大きいから、電子が運動し、核は実質上静止していると考える。

[image: image72..pict]ここでは、再び3つの粒子の式だから、核間の反発がでてきてシュレディンガー方程式は解けない。そこで、また近似を用いる。つまり、電子が核Aのそばにいる時は、Aの電子として振る舞う。すなわち、水素原子Aとして考える。一方、Bのそばにいる時は、水素原子Bと考える。

言い換えると、電子がAのそばにいる時、その電子は、水素原子Aの波動関数の存在確率で表わされ、核Bのそばにいる時は、水素原子Bの波動関数の存在確率で表わされると近似する。そして、分子中の電子の波動関数は、それぞれの水素原子の波動関数の重ね合わせ（線形結合）

で表わされるとする。これをLCAO (Linear Combination of Atomic Orbital)法と言う。

水素原子A とBの波動関数をそれぞれ、A , Bとすると、線形結合によりできる水素分子イオン（H2+）の波動関数は、

＋＝N＋{A + B}、　—＝N—{A +（− B）}の２種類がある。

＋は、２つの波動関数の位相をそろえて（同一位相）重ね合わせた場合。

−は、２つの波動関数の位相を反対にして（逆位相）重ね合わせた場合。

（Nは、規格化定数、ここでは考わからなくてよい）

水素だから１s軌道で、原子核同志の結合軸（z軸方向）でのの値を計算して行くと、次の図の様になる。

同一位相の場合、２つの波動関数を足しあわせると、まん中は点線の様に大きくなる。つまり、ここで２つの原子が単独で並ぶ場合より電子の存在確率が大きくなる。正電荷の核の間で、負電荷の電子が核を結び付ける糊の役目を果たしている。この様な電子軌道を結合性軌道と言う。
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一方、逆位相で重ねた場合は、２つの原子核の間で、重ね合わせる前より電子の存在確率が下がり、核を結ぶ線の中点では、電子の存在確率は０となる。この場合、正電荷の核は、正面から裸で向かい合うことになり、反発してできるだけ遠ざかろうとする。この軌道状態を反結合性軌道と言う。
すなわち、原子が近づいて電子軌道が相互作用すると結合性軌道と反結合性軌道の２つのレベルの軌道に分裂する。

【結合性軌道と反結合性軌道の波動関数】

結合性軌道の規格化条件

　分子の波動関数を２乗（存在確率にして）全空間で積分すると１である。

　（電子は空間のどこかに必ず存在するから）
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式で表わすと、
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ここで、　　　　　　　　　　　（これらは、水素原子AとBの規格化条件）
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　　　　　　　と定義すると、　　　　　　　　　となる。

この時、γを重なり積分と呼ぶ。２つの波動関数の重なる具合を表わすものと　　　　　　　　　　　考えて良い。

[image: image79.png]T RN%E-—

8¢ ———

2px —+— 2p, +— 2p; }— —f—s—cz-?—}———— 2p -+ 2p, +— 2p. —
H 1 |

2s—H-—

1s 4

EXET (N)

46—H—
30’+‘—

26—H—
16—-H-

~—BR{LRER (NO)

25+

1s-H-

BXET (O)



よって、

反結合性軌道の規格化条件では、結合性軌道の規格化条件の式のχBの代わりに−χBを使って全く同様にすると１＝N—２｜１−２γ＋１｜。

よって、

【結合性軌道と反結合性軌道のエネルギーの固有値】

　エネルギーの固有値を出すためには、ハミルトニアンを波動関数で挟んで積分すれば良い。

（理由）シュレディンガー方程式は、　　　　　。

　　両辺に左からの共役関数＊をかけて積分すると、

　　ここで、右辺は、エネルギーEは、定数だから積分の外に出して、


　　だから、

結合性軌道のエネルギー

　そこで、結合性軌道のハミルトニアンをで挟んで積分してみると、


　となる。

　ここで、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　と定義すると、エネルギーは、以下の様になる。


　ここで、αをクーロン積分、βを共鳴積分と言う。

反結合性軌道のエネルギー

　全く同様にして　　　　　　　となる。

ここで、αもβもγもどれも実際に解いてみると、核間距離Rの関数となる。

たから、Rが変わるとエネルギーEも変わる。そこで、核間距離Rに基づくエネルギー固有値の変化を図示すると右図の様になる。

反結合性軌道では、全てのRで元の水素原子のエネルギーの固有値E1sよりエネルギーが高くなり、不安定かしている。Rが大きくなる程、エネルギーは低くなるので、ひとたびRが大きくなりはじめると、滑り台を滑る様に２つの核はバラバラになってしまうまで止まらない。

結合性軌道では、エネルギーの固有値はRが大きくなるにつれて低くなり、あるところ（R’）で水素原子の固有値より低く、安定化する。エネルギーはReで最低となり、その後、Rが大きくなると再び大きくなる。そこで、RがRe よりも大きくなっても小さくなっても不安定かするので、２つの原子核は、Reの距離を保とうとする。この距離Reを平衡核間距離という。

Re では、水素原子でのエネルギーE1sより遥かに安定であるので、２個の原子はこの距離を保って、バラバラに離れなくなる。これが化学結合の真の姿である。この様に、結合性軌道の方に電子が1個でも入っていると、２個の水素原子はRe を保って結びつくのである。

【水素分子H２】

原子核も電子も２個づつある水素分子では、シュレディンガー方程式に、２個の電子の運動、電子間の反発、原子核間の反発、各原子核と各々の電子とのクーロン力が入ってくるので、非常に複雑で厳密に解くことはもちろん不可能である。

先に、ヘリウムイオンからヘリウム原子に話を拡張した時に、電子間の反発の項が出てきて解けなっくなった時、遮蔽効果を考えて電子を1つで考える近似を行った。ここでも、電子を1つと考え、水素分子イオンの様に近似する。

水素分子の場合、各電子の運動エネルギー、各電子と各原子核の間のクーロン引力に基づく位置エネルギー、核間の反発と電子間の反発に基づく位置エネルギーが存在し、波動方程式端のように複雑となる。


しかし、この式は、電子１に関する運動エネルギーと２つの核それぞれとの位置エネルギー及び原子核間反発に基づく位置エネルギーをひとまとめにし、電子２に関する同じものをひとまとめにして、最後に残った項をまとめると下のようになる。

第１項は、電子１のみ存在するとしたときの水素分子イオンの波動方程式、第２項は、電子２のみ存在するとしたときの水素分子イオンの波動方程式である。

第３項は、それ以外の反発などの寄与です。

この形は、ヘリウム原子の波動方程式を考えた際の式と類似しています。

ヘリウムの波動方程式は、

初めの２項を電子１と電子２の関するものでまとめると、それぞれ、電子１と２に関するヘリウムイオンの波動方程式となり、最後に電子間反発に関する項が残ります。この項を考えなくてもよいようにするために、遮蔽効果というものを考えました。同様に、水素分子でも、最後の項を消すために遮蔽効果のようなものを考えるのです。

水素分子イオンの結合性軌道の波動関数をσとすると、σ＝N＋(χA＋χB)だった。ここで、水素では電子は1s軌道だからχ＝(1/π)1/2(1/a0)3/2exp(-r/ a0) 。

ここで、水素分子でもヘリウムの時と同様に近似して、

χ＝(1/π)1/2(1/a0)3/2exp(-Z’r/ a0)。

水素分子では、このZ’は１.２という値となる。電子が２個の核から引かれているので、電子が感じる電荷は1よりも大きくなるのである。

一方、反結合性軌道では、σ＊＝N—(χA＋（−χB）)

分子軌道でも、パウリの排他原理は成り立つ。

そこで、水素分子では、２個の電子は最低のエネルギーの分子軌道である結合性軌道にスピンを逆向きにして入ることになる。

分子全体のエネルギーの固有値は、

E(1,2)＝ε(1)＋ε(２)＝２Eσ　（ただし、Eσは結合性軌道のエネルギー）

つまり、水素分子のエネルギーは、結合性軌道のエネルギーの２倍となる。

Eσは、水素原子のエネルギーE1sより遥かに低いから、ばらばらの水素原子よりずっと安定である。

水素分子を２個の水素原子に解離させるエネルギーは、

　解離エネルギー＝２E1s−２Eσ＝２(E1s−Eσ)

まとめると、２つの原子が接近した時、結合性軌道と反結合性軌道の２種類の分子軌道ができる。この結合が安定かどうかは、これらの軌道のどちらにどれだけの電子が入っているかによる。

水素分子では、結合性軌道に２個の電子が入っており、水素分子イオンでは、1個の電子が入っている。よって、水素分子の方がより安定な結合と言うことになる。

【分子の解離エネルギー・その分子結合は存在するか？】

　前回、２つの原子が接近する時、各々の電子の波動関数が重なりあい、新しく分子軌道ができることを学んだ。電子軌道が重なりあう際、波の位相が同位相で重なる場合と、逆位相で重なる場合があるため、1種類の電子軌道の重ね合わせで２種類の分子軌道ができる。同位相で重なる場合結合性軌道、逆位相で重なる場合反結合性軌道となった。実際の分子では、この軌道に電子が入って行く。しかし、原子により現実には分子となるものもあれば、ならないものもある。どこが違うのだろうか？

水素分子（H２）

　水素分子を考えてみよう。この場合、右図の様に２つの水素原子の１s軌道が重なりあい、結合性軌道σと反結合性軌道σ＊ができる。σは、１sよりずっとエネルギーは低く、σ＊はずっと高い。さて、２つの水素原子には、２個の電子が存在するから、これを分子軌道の低エネルギーのものから順に、パウリの排他原理に基づいて機械的に入れて行けば良い。すると、２個の原子は、いずれも結合性軌道に入り、分子を形成した方が２個の原子でいるよりも安定なことが分かる。従って、水素分子は安定に存在できるのである。

では、水素分子の結合はどのくらい安定だろうか？

　これを知るには、水素分子を２つの水素原子に解離させるのにどの位のエネルギーがいるかを調べれば良い。これを解離エネルギーと言い、解離した原子の内部エネルギーの合計から、分子の内部エネルギーを差し引いたものである。これが正の値となれば、分子の方がエネルギーが小さいことになり、安定だと言うことになる。実際には、以下の様になる。

水素分子の解離エネルギー＝２×E1s−２Eσ＝２(E1s−Eσ）

水素分子イオン（H２＋）

　水素分子から電子を1つ取り去った水素分子イオンでは、やはり電子は結合性軌道に1つ入っているから、その分だけ分子の方が安定化される。したがって、この分子も存在する。解離エネルギーは以下の様になり、安定化は、水素分子の半分程度と言うことになる。

水素分子イオンの解離エネルギー＝E1s−Eσ＝(E1s−Eσ)

ヘリウム分子（He2）は存在するか？

　ヘリウム原子の場合も、電子は１s軌道のみに存在するから、分子軌道は、１s同志の重ね合わせでσとσ＊の２種類ができる。しかし、ヘリウム原子には２個の電子が存在するから、計４個の電子を入れなくてはならない。結合性軌道σに入ることのできる電子は２個までだから、残りの２個は反結合性軌道σ＊に入ることになる。こちらに入った電子は、結合性軌道に入った電子が安定化するのと同じだけ分子の結合を不安定化する。従って、分子の解離エネルギーは以下の様になる。

ヘリウム分子の解離エネルギー＝４E1s−２Eσ−２Eσ＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝２{( E1s−Eσ)＋（E1s−Eσ＊）}〜０

すなわち、結合性軌道に入った電子による安定化効果と反結合性軌道に入った電子による不安定か効果がほとんど等しくなり、分子を原子に解離させるのに全くエネルギーを要しないと言うことになり、この結合は存在しない。従って、ヘリウム分子は存在しないのである。

ヘリウム分子イオン（H e2＋）は存在するか？

　電子を1つ取り去りヘリウム分子イオンとすると、結合性軌道に電子が２つに対し、反結合性軌道に電子が1つとなり、解離エネルギーは以下の様になる。

ヘリウム分子イオンの解離エネルギー＝３E1s−２Eσ−Eσ＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝２( E1s−Eσ)＋（E1s−Eσ＊）〜( E1s−Eσ)
従って、安定化は、水素分子イオンとほぼ同程度と言うことになり、この分子は存在する。

【等核２原子分子】

　同じ種類の原子が２つで形成する分子を等核２原子分子という。この場合には、分子軌道を形成する原子軌道は、原子間で同じ軌道である。（１sと１s、２sと２sなど）

リチウム分子（Li２）

　リチウム原子では、１sに２個の電子があり、さらに２s軌道にも1つの電子が存在する。1s軌道からできる分子軌道は、これまでと全く同様である。２s軌道同志でできる分子軌道はと言うと、こちらも同様に考えることができ、やはり、結合性軌道σと反結合性軌道σ＊ができる。そこで、今後は、どの原子軌道からできた分子軌道かを区別するため、１s軌道からできた軌道はσ１s、２s軌道からできた軌道をσ２sの様に書くことにする。

リチウム分子の分子軌道は、右図の様になる。電子配置で書けば、リチウム原子の（１s）2（２s）が重ね合わされ、（σ１s）2（σ＊１s）2（σ２s）2となる。σ１sに電子が２個、σ＊１sに電子が２個だから、この部分はヘリウム分子と同じで、安定化に寄与しない。しかし、リチウムの場合には、２sにも電子があるからこちらからできた結合性軌道σ２sに電子が２個入り、この分だけ安定化されるので、分子は存在する。解離エネルギーは以下の様になる。

リチウム分子の解離エネルギー＝４E1s＋２E２s−２Eσ１s−２Eσ＊１s−２Eσ２s
　　　　　　　　　　　　　　＝２{( E1s−Eσ)＋（E1s−Eσ＊）+( E2s−Eσ2s)}

　　　　　　　　　　　　　　〜２( E2s−Eσ2s)

【σ軌道とπ軌道】

原子のs軌道から、σ軌道とσ＊軌道ができる。この軌道は、下の様な形であり、結合軸（z軸）方向から見ると丸い形をしている。これはs軌道と同じ形であるため、この様な軌道をsのギリシャ文字σを使ってσ軌道と言う。

では、p軌道からはどんな分子軌道ができるのだろうか？

p軌道には、互いに直行した3種類の軌道px、py、pzがある。２原子分子の場合は、原子核同志を結ぶ方向をz軸にとる。

２pz同志でできる分子軌道は、次ページの様になり、同位相で重ね合わせると、原子核の間で位相が逆となり、中間点では電子の波が消失する。すなわち反結合性軌道となる。逆位相で重ね合わせると、原子核間で同一位相となり、ここでの電子の存在確率が高まり、結合性軌道となる。この軌道も、電子の存在確率は、結合軸上で最も高く、軸方向からみると丸い形をしているので、σ軌道である。σ２pzと表わす。

２pxやpy同志からはどんな軌道ができるだろう。

２つのpx軌道が重なると、左図の様になる。この場合、いずれの場合も結合軸上に電子は存在しない。しかし、同位相では、原子核間の空間で、結合軸から両方に少し離れた部分に電子の存在確率が高くなり、結果的に原子核同志を結び付ける効果があり、結合性軌道となる。一方、逆位相の場合は、原子核間のどの空間にも電子は存在しなくなり、反結合性軌道となる。この様な分子軌道は、結合軸（z軸）方向から見ると、p軌道と同じ形をとるので、pのギリシャ文字であるπを用いて、π軌道という。例えば、２px同志からできるπ軌道は、π２pxと書く。py軌道からできる分子軌道でも、方向が９０°ずれるだけで、全く同じπ軌道ができる。π２pxとπ２２pxと、エネルギー固有値は全く同じであり、縮退しているので、まとめてπ２p、π＊２pと書くこともある。

【等核２原子分子の電子配置】

　1s、２s、２pz軌道からは、σ、σ＊軌道が、２pxと２pxからは、πとπ＊軌道ができる。エネルギー準位は、σ１s＜σ＊１s＜σ２s＜σ＊２sである。では、σ２pzとπ２pではどちらのエネルギーが高いのだろう？

　２p軌道のエネルギーは、3種類とも等しかったから、本来、σ２pzとπ２p軌道のエネルギーは等しいはずである。しかし、他に電子が存在すると、遮蔽効果等によりエネルギーは変わってくる。原子内の電子が少ない時は、遮蔽効果が小さいため、σ２sとσ２pzのエネルギーが接近する。そこで、軌道間の相互作用により、σ２sのエネルギーはより低く、σσ２pzのエネルギーはより高くなる。もちろん、σ２sとπ２pのエネルギーも接近するが、こちらは軌道が重ならないから互いに影響を受けない。そこで初めの内はπ２pよりσ２pzのエネルギーが高くなる（窒素まで）。しかし、電子数が増えてきて、酸素以上になると、遮蔽効果の影響を受け、σ２sとσ２pzのエネルギー差が大きくなり、軌道間の相互作用がなくなるので、結果的により外側にはり出したπ軌道の方がエネルギーが高くなり、σ２pz＜π２pとなる。一方、反結合性軌道のエネルギーの準位は、π＊２p＜σ＊２pzとなる。リチウムからネオンまでの分子軌道のエネルギー準位と電子配置を右図に示した。ホウ素分子では、最後の２つの電子は、π２pに入るが、一方の軌道に２つ入るのではなく、1つづつ別々のπ軌道にスピンの向きをそろえて入る。そのため、全体として電子のスピンに偏りが生じるので、ホウ素原子は常磁性である。同じ理由で、酸素分子も常磁性である。

【結合次数】

　これまで、２つの原子が分子結合をするかしないかを評価する際に、結合性軌道の電子数と反結合性軌道の電子数を数えた。これを進め、もっと定量的に結合の強さを評価する指標が、結合次数であり、以下の様に定義される。

結合次数=１/２{(結合性軌道にある電子数) - (反結合性軌道にある電子数)}
例えば、ホウ素分子なら、前ページの図を見ると、結合性軌道はσ１sとσ２s、π２pであり、ここに６個の電子がある。反結合性軌道は、σ＊１sとσ＊２sであり、４つの電子がある。よって、結合次数は、1／２（６−４）＝１となる。

一方、酸素分子では、結合性軌道はσ１sとσ２s、σ２pz、π２pであり、ここに１０個の電子がある。反結合性軌道は、σ＊１sとσ＊２s、π＊２pであり、６つの電子がある。よって、結合次数は、1／２（１０−６）＝２となる。

窒素分子では、結合性軌道はσ１sとσ２s、σ２pz、π２pであり、ここに

１０個の電子がある。反結合性軌道は、σ＊１sとσ＊２sであり、４つの電子がある。よって、結合次数は、1／２（１０−４）＝３となる。

　結合次数が1の結合を単結合、２の結合を２重結合、3の結合を3重結合と言う。結合次数が上がる程、結合力（解離エネルギー）は大きくなり、結合距離は短くなる。

【異核２原子分子】

　異なる原子からなる２原子分子である。この場合、原子核の荷電が異なるから、軌道のエネルギーは原子の種類によって大きく異なる。例えば、＋１の核と＋３の核では、同じ１s軌道であっても、電子を引き付ける力が全く異なるからである。従って、核の荷電（原子の持つ電子数と同じ）が大きい程、同じ軌道のエネルギーは、小さく（安定に）なる。分子軌道を形成するには、エネルギー固有値が近い軌道間でなければならない。そこで、こういうケースでは、等核２原子分子と異なり、同じ軌道間で分子軌道は形成できず、エネルギー準位の近い軌道間で分子軌道を形成する。

例）水素化リチウム

　水素の1s軌道にエネルギーが近いのは、リチウムでは２s軌道である（右図）。そこで、この２つの軌道間で分子軌道が形成される。どちらもs軌道であるから、できる軌道はσとσ＊である。一方、リチウムの1s軌道は、分子軌道には全く関与せず、分子形成後も、形、エネルギー共にほとんど変化しない。そこで、分子形成後のリチウムの1s軌道を１σ軌道と呼ぶ。一方、新たに形成された分子軌道であるσとσ＊は、２σ、3σ軌道と呼ぶ。２σ軌道は結合性軌道、3σは反結合性軌道であるが、異核原子の結合では、もともとの原子軌道のエネルギーが等しくないので、新たにできる２つの分子軌道と元の軌道とのエネルギー差も等しくなく、結合性軌道、反結合性軌道の区別が不明瞭である。そこで、＊はつけず、一番エネルギーの低いσ軌道から１、２・・・と番号をつける。π軌道に関しても、同様に低エネルギー側から、1π、２π・・・と番号をつける。

　結合次数を考える時は、分子軌道形成に関与しなかったリチウム原子の１s軌道の電子は数えない。この様な電子を内殻電子と言う。従って、水素化リチウムの結合次数は、１／２（２—０）＝１である。

【異核２原子分子での波動関数の重なり方】

　異核２原子分子の場合、異なる軌道間で分子軌道を形成するから、様々な軌道間で波動関数を重ね合わせる場合が生じる。しかし、どんな軌道間でも重ね合わせができる訳ではない。分子軌道を形成できるのは、

１：エネルギー固有値が近い

２：波動関数が直交しない。

（重なり積分が0でない、すなわち、γ＝∮χAχBdτが0でない）

の条件が必要である。

例えば、下の様な場合、２sと２px、２pzと２px、では、軌道の重なった部分で符号が同じ部分と異なる部分が同じだけ存在する。この様な場合を直交すると言って、分子軌道は形成されない。一方、２pzと2sではその様なことは行らないので、分子軌道を形成できる。

フッ化水素（HF）

水素の１s軌道と近いのは、フッ素の２p軌道である。しかし、１s軌道と重ね合わせができるのは、２pz軌道のみだから、この間でだけ、分子軌道３σ、４σができる。フッ素の１s、２s由来の1σ、２σ及び、２px、２py由来の1πは、内殻電子である。従って、結合次数は、１／２（２—０）＝１である。

電子配置は、(１σ)2(2σ)2(3σ)2(１π)４である。
一酸化窒素（NO）

　次ページの図の様に、形成される分子軌道は以下のようである。

窒素原子の１sと酸素原子の１s　→　１σと２σ

窒素原子の２sと酸素原子の２s →　３σと５σ

窒素原子の２pzと酸素原子の２pz →　４σと６σ

窒素原子の２pxと酸素原子の２px、窒素原子の２pyと酸素原子の２py　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→　1πと２π

そこで、結合性軌道は、１σ、3σ、４σ、1πで、電子数は１０個。反結合性軌道は、２σ、５σ、２πで、電子数は５個。

従って、結合次数は１／２（１０—５）＝２.５

結合次数が半整数と言うことは、対になっていない電子が存在することを意味し、この様な電子を不対電子という。従って、常磁性である、しかも反応性に富む。この様な分子をラジカル分子と言う。

　

波についての基礎知識　





　　　　　　　　　　　　波長（）　　　　　　振動数：１秒間に幾つ山や谷


　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（）　がくり返したか


　　　　　　　　振幅











　　　　　　とは、反比例の関係　　c = 　（電磁波の場合、c は光速）


　　　　　　通常の波では、波のエネルギーは、振幅に依存





電子が軌道上を回り続けるということは、


クーロン力（e2／40r2）と遠心力（mev2／r）がつり合っている。


(水素原子では、原子核の荷電も電子の荷電もeだから、クーロン力の分子はe×eでe2となる)





e2／40r2＝mev2／r・・・(1)


ここで、角運動量r×mevが量子化していて最小値は（h／２）と仮定した。


すなわち、r×mev = (h／2)n 　（n= 1,2,3・・・）
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同一位相　　　　　　　　　　　　　逆位相








